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                                                         Введение.

Квадратные уравнения – это фундамент , на котором покоится величественное здание алгебры. В школьном курсе математики изучают  формулы, с помощью, которых можно решать любые квадратные уравнения. Но еще имеются  другие способы решения , которые позволяют очень быстро и рационально решать многие уравнения. Рассмотрим некоторые из них.
                                                         Главная  часть.

                                            Глава 1. Понятия и определения.

Квадратным уравнением  называется уравнение вида  ax+bx+c = 0,
где х – переменная , a, b и с – некоторые числа, причем а ≠ 0.
Числа а, b и с – коэффициенты квадратного  уравнения . Число а называют 

первым коэффициентом, b – вторым  коэффициентом и с – свободным членом.[1]
______________________________________________________________________
[1]Ю.Н. Макарычев., Н.Г. Миндюк. Алгебра 8класс/  М.: Просвещение 2004. – с.105
                                           Глава 2. Способы  решения.

1 способ: Разложение левой части  уравнения на множители.
№ 1. Решим  уравнение: 

х²  – 8х+ 15  = 0

Разложим левую  часть уравнения на  множители:
х²– 8х +15 = х² – 3х– 5х +15 = х(х–3) – 5(х–3)= (х – 5)(х –3)
Следовательно, уравнение можно  записать  так

(х – 5)(х –3)= 0

Т.к.  произведение  равно  нулю, то по крайней мере один из его множителей

равен  нулю. Поэтому левая часть уравнения обращается в нуль при  х = 5
и при х= 3 . Значит, 5 и 3  – корни  уравнения х² – 8х+ 15  = 0.
№ 2 . х² + 4х + 3 = 0                                           № 3. 6х² + х – 2 =0
         (х² + х) + (3х + 3) = 0                                          6(х²+1/6х – 2/6) = 0
         х(х+1) + 3(х+1) = 0                                             6(х² + 4/6х  3/6х – 2/6) =0
         (х+1)(х+3) = 0                                                     6(х²–3/6х ) + (4/6х – 2/6)=0
         х + 1 = 0  или  х + 3 = 0                                     6(х(х –1/2) + 2/3(х – 1/2))=0
         х = – 1 или х = – 3                                              6(х + 2/3)(х – 1/2)=0

         Ответ: – 1, – 3.                                                  х= – 2/3  или  х = 1/2 
                                                                                    Ответ: – 2/3 ,1/2. 

№ 4.  6£² – £ =0                                                         № 5. 4х² – 9=0
          £(6£–1)=0                                                                  (2х – 3)(2х+3) =0
          £ = 0  или    6£–1 =0                                                 х= 1½  или  х = – 1½ 
         £ = 0  или £ =  1/6                                                      Ответ: – 1½  , 1½ 
Итак , £ = 0  или £ =  1/6                                          

Ответ: 0 ,1/6                                                             

2 способ: Метод выделения полного квадрата.
№ 1.Решим   уравнение:

 х²+ 6х – 7 =0
Выделим  в левой части полный квадрат. 
Для этого запишем выражение   х²+ 6х    в следующем  виде:
   х²+ 6х = х² + 2·х·3                                 

В  полученном  выражении  первое слагаемое –  квадрат  числа х , 

а второе – удвоенное произведение х на 3 . Поэтому чтобы получить

 полный квадрат , нужно прибавить   3²  так как 
х² + 2·х·3 + 3² =(х+3)²     
Преобразуем  теперь левую часть уравнения 

х²+ 6х – 7 =0

Прибавляя к ней и вычитая  3². Имеем:

х²+6х – 7 = х² + 2·х·3+3²– 3² – 7 = (х+3)²  – 9 – 7 = (х+3)² – 16  
Таким  образом данное уравнение можно записать так: 

(х+3)² – 16=0 , т.е  (х+3)² =16
Следовательно,   х+3 = 4     или      х+3 = – 4 

                                х = 1       или        х = – 7 
 Ответ: – 7, 1.

№ 2. Решим  уравнение:

2х² – 9х +10=0

х² – 9/2х+5=0

Выделим  в левой части полный квадрат. 

Для этого запишем выражение   х² – 9/2х  в следующем  виде:

х² – 9/2х = х²– 2·х·9/4

В  полученном  выражении  первое слагаемое –  квадрат  числа х , 

а второе – удвоенное произведение х на  9/4. Поэтому чтобы получить

 полный квадрат , нужно прибавить   (9/4)²  так  как

х²– 2·х·9/4 + (9/4)² =(х – 9/4)²

Преобразуем  теперь левую часть уравнения 

х² – 9/2х+5=0

Прибавляя к ней и вычитая  (9/4)².Имеем:

х² – 9/2х+5= х²– 2·х·9/4+ (9/4)² – (9/4)²  + 5=(х – 9/4)² – 81/16 + 5= (х – 9/4)² – 1/16

Таким  образом данное уравнение можно записать так: 

(х – 9/4)² – 1/16=0 ,  т.е.  (х – 9/4)²=1/16
Следовательно,      х – 9/4 = 1/4            или             х – 9/4 = – 1/4

                                   х= 2 ½                  или                 х= 2

Ответ: 2, 2 ½ 

Метод выделения полного квадрата позволяет вывести формулу корней квадратного уравнения ах²+bх+с = 0, а ≠ 0
3 способ: Решение квадратных уравнений по формуле.
Умножим обе части уравнения: aх² + bx + c = 0,а ≠ 0
на 4а  и  последовательно имеем: 4а²х² + 4аbх + 4ас = 0
((2ах)² + 2ах·b + b²) – b² + 4ac = 0
(2ax + b)² = b² – 4ac
                     ________
2ax + b = ± √b² – 4ac
                     ________
2ax = – b ± √b² – 4ac
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Выражение  b² – 4ac – называют дискриминантом квадратного уравнения  
ax² + bx + c = 0 («дискриминант»  по – латыни – различитель ). Его  обозначают 
буквой  D , т.е. D = b² – 4ac 

Т.о. в  зависимости от дискриминанта квадратное уравнение может иметь два  корня (при  D>0).  один  корень(при D = 0)  или не  иметь корней(D <0).
№ 1. Решим уравнение:
         14х² – 5х – 1 = 0
а = 14, b = – 5, c = – 1 
D = b² – 4ac = ( – 5)² – 4·14·( – 1) = 25 + 56 = 81, D >0, два разных корня;

[image: image2]
               __
х = (5 ± √81 ) / 28 ,         х =( 5 – 9 )/ 28 = – 1/7
                                       х = ( 5 + 9 )/ 28 = 0,5

Ответ: – 1/7 , 0,5
№ 2. Решим уравнение:
9х² + 6х + 1 = 0
а = 9, b = 6,  с = 1 
D = b² – 4ac = 6² – 4 · 9· 1 = 36 – 36 = 0, D  = 0, один корень

[image: image3]
                  _
х =( – 6 ± √0)/18 = – 6/18 = – 1/3 
Ответ: – 1/3.
№ 3. . Решим уравнение:

2х² + 3х + 4 = 0

а = 2, b = 3, c = 4
D = b² – 4ac = 3² – 4·2·4 = 9 – 32 = – 13 ,  D<0.  Уравнение  не имеет корней .
Формула корней квадратного уравнения ax² + bx + c = 0 позволяет найти корни 

любого квадратного уравнения(если они есть), в том числе приведенного и 
неполного. Словесно  формула   
[image: image4] выражается  так :

корни квадратного уравнения  равны дроби , числитель которой равен 

второму коэффициенту, взятому с противоположным знаком ,плюс минус 

корень квадратный из  квадрата этого коэффициента без учетверенного
произведения первого коэффициента  на свободный член, а знаменатель 

есть удвоенный первый коэффициент.

4 способ: Решение уравнений с помощью теоремы Виета 

       ( прямой и обратной)
Известно, что приведенное квадратное уравнение имеет вид:
        х² + px + q = 0
Его корни  удовлетворяют теореме Виета, которая имеет вид при а = 1

х1·х2 = q
x1 + x2 = – p 

Отсюда можно сделать следующие выводы:

1) Если q>0 , то уравнение имеет два одинаковых по знаку корня и это зависит от р.
     Если p>0.  то х1<0 , х2<0;  если р<0, то х1>0 , х2>0.

№ 1 . Решим уравнение:

х² – 2х + 1 = 0

х1 = х2 = 1 , т.к. q = 1>0  и р = – 2<0,
Ответ:х1= х2 = 1

№ 2.Решим уравнение:

х² + 10х + 9 = 0

х1 = – 1, х2 = – 9, т.к.  q = 9>0 ,  р = 10>0

Ответ: – 9,– 1.
2) Если q<0, х1 и х2  различны по знаку , причем  больший по модулю корень будет  положительным , если  р<0, или отрицателен,  если р>0.

№ 2. Решим уравнение:

х² – 2х – 15 =0

х1 = 5, х2 = – 3, т.к. q = – 15 <0   и   р = – 2 <0

Ответ: – 3 , 5.
№ 3. Решим уравнение:

х² + 2х – 8 = 0

х1 = – 4,  х2 = 2 ,  т.к.   q = – 8,  р = 2>0

Ответ: – 4,  2 .

5 способ: Решение уравнений способом переброски
Рассмотрим квадратное уравнение 

    ах² +bх+с=0 , где  а ≠ 0

Умножим обе части уравнения на а, получим
а² х² +аbх+ас=0

Пусть ах =у, откуда х = у/а, тогда приходим к уравнению:
у²+bу+ас=0, 

равносильного  данному. Его корни у1  и у2  найдем с помощью  теоремы Виета. Окончательно   х1 = у1 /а,  х2 = у2/а.  При  этом  способе коэффициент 

а   умножается   на  свободный член , как  бы «перебрасывается»  к нему, 

поэтому  его   и называют  способом «переброски». Этот  способ применяют,

когда можно легко найти корни уравнения,  используя  теорему Виета и, что самое важное, когда дискриминант есть точный квадрат.

№ 1. Решим уравнение :                                    № 2. Решим уравнение:
1)       2х² – 11х + 5 = 0 Ι·2                                     1)   3√2х² – (3 + √2)х + 1 = 0 Ι·3√2
       2·2х² – 2·11х + 2·5 = 0                                       3√2·3√2х² – (3 + √2)х·3√2 + 3√2 = 0

           2х = t                                                                3√2х = у
2)       t² – 11t  + 10 = 0                                            2) у² – (3 + √2)у + 3√2 = 0
           t = 1                                                                   у = 3
           t = 10                                                                 у = √2
3)        x = 1:2                                                          3) х = 3/3√2
           х = 1:10                                                             х = √2/ 3√2
Ответ: 1/2;1/10.                                                      Ответ: √2/2,  1/3 .
6 способ: Свойства коэффициентов квадратного уравнения
A. Пусть дано квадратное уравнение 

       ах² +bх+с=0 , где  а ≠ 0

1) Если a+b+c=0, то х2 = 1, х2 = с/а                 

Доказательство.   Разделим  обе части  уравнения  на а ≠ 0,  получим приведенное квадратное  уравнение 

                       х² + b/aх + с/а = 0

Согласно  теореме Виета 

                                   х1 + х2 = – b/a
                                    х1х2 = с/а

По условию a + b + c = 0,  откуда  b = –a – c .Значит,

                                  х1 + х2 = – (–а – с )/а = 1 + с/а

                                   х1х2 = 1 ·с/а

Получаем х1 = 1 , х2 = с/а, что и требовалось доказать.

2) Если а – b + c = 0, или b = a + c . то х1 = – 1 , х2 = – с/а.

Доказательство. По теореме  Виета 

                                  х1 + х2 = – b/a
                                    х1х2 = с/а

По условию а – b + c = 0, откуда  b = a + c. Таким  образом
                                      х1 + х2 = –(а + b)/а = – 1 – с/а 

                                       х1х2 = – 1·(– с/а)

 т.е   х1 = – 1 , х2 = – с/а , что и требовалось доказать.

№ 1. Решим уравнение:                                             № 2. Решим уравнение:
839х² – 448х – 391 = 0                                                  939х² + 978х + 39 = 0
Решение. Т.к. a + b + c = 0                                          Решение. Т.к. а – b + c = 0
(839 – 448 – 391 = 0), то х1 = 1,                                  (978 = 939 + 39), то х1 = – 1

 х2 = – 391/839                                                               х2 = – 39/939 = – 13/313
Ответ: – 391/839 , 1                                                     Ответ:  – 13/313,  – 1

B. Если  второй коэффициент b = 2k – четное число, то формулу корней


[image: image5]
можно записать в виде 


[image: image6]
№1. Решим уравнение :

3х² – 14х + 16 = 0

Решение. Имеем: а = 3, b = –14, с = 16, k = –7

D = k² 1 – ac = (–7)² – 3 · 16 = 49 – 48 = 1,D>0 , два различных корня;


[image: image7]
х =(7±√1)/3 = (7±1)/3
х1 = 2, х2 = 8/3

Ответ:2, 8/3

C. Приведенное уравнение

           х² + px + q = 0
совпадает с уравнением  общего  вида, в  котором  а = 1 ,  b = p и  c = q /Поэтому для приведенного квадратного уравнения формула  корней

[image: image8]  принимает вид :

[image: image1][image: image75.png]-bxb? -dac
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                                        .                              
                                        ,                                        (D =
)
                           ________
или   х = –р/2±√(р/2)² – q 
Эту  формулу  особенно  удобно  использовать  , когда  р – четное число.
№ 1. Решим уравнение: 
х² – 14х – 15 = 0

                                              _______          __

Решение. Имеем : х = 7± √49 + 15   = 7±√64  = 7±8
Ответ: х1 = 15,  х2 = – 1

Для запоминания формулы для решения приведенного квадратного уравнения 

х² + px + q = 0   можно использовать такое стихотворение:

р со знаком взяв обратным,

Мы на два  его разделим .

И от корня аккуратно

Знаком «минус», «плюс» отделим.

А под корнем, очень кстати,

Половина р в квадрате,

Минус  q – 

И  вот  решенье 

Небольшого уравненья:

                  ________

 х = –р/2±√(р/2)² – q 

7 способ: Графическое решение квадратного уравнения
Если в уравнение   х² + px + q  перенести второй и третий члены в правую часть , то получим:

    х² = – рх – q .

Построим графики зависимостей у = х² и у = – рх – q .

График первой зависимости – парабола , проходящая через начало  координат. График второй зависимости – прямая .(рис. 1 )
[image: image9.png]y=rpeea





Возможны следующие случаи:
1)  прямая и парабола могут пересекаться в двух точках , абсциссы точек пересечения являются корнями квадратного  уравнения ;
2)  прямая и парабола  могут  касаться ( только одна общая точка), т. е. 
уравнение имеет одно решение ;

3)  прямая и парабола не имеют общих точек , т.е. квадратное уравнение 

не  имеет корней. 

№ 1. Решим графически уравнение :

х² – 3х – 4 =0 (рис.2)
Решение.   Запишем  уравнение в виде х² =3х + 4
В одной системе  координат  построим параболу  у = х²  и прямую  у = 3х + 4
Прямую   у = 3х + 4   можно  построить по двум точкам  М ( 0;4)  и N (3;13).,
Прямая и парабола пересекаются в двух точках А и В с абсциссами х1 = –1

 и х2 = 4
Ответ: – 1 , 4.
№ 2 . Решим графически уравнение :

х² – 2х + 1 =0 (рис.3)

Решение.   Запишем  уравнение в виде х² =2х – 1 
В одной системе  координат  построим параболу  у = х²  и прямую  у = 2х – 1 
Прямую у = 2х – 1   можно  построить по двум точкам  М ( 0; – 1)  и N (0,5 ;0).,

Прямая и парабола пересекаются в точке А с абсциссой х1 = 1

Ответ: 1
№ 3. Решим графически уравнение :

х² – 2х + 5 =0 (рис.4)

Решение.   Запишем  уравнение в виде х² =2х – 5 
В одной системе  координат  построим параболу  у = х²  и прямую  у = 2х – 5 
Прямую у = 2х – 5   можно  построить по двум точкам  М ( 0; – 5)  и N (2,5 ;0).,

Прямая и парабола не имеют точек пересечения, т. е. данное уравнение корней не имеет.

Ответ: Уравнение х² – 2х + 5 =0  корней не имеет. 
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(рис.2)                                                     (рис.3)                                   (рис.4)

8 способ: Решение квадратных уравнений с помощью  циркуля  и линейки
Графический способ решения квадратных уравнений с помощью 
параболы неудобен. Если строить параболу по точкам, то 
требуется много времени, и при этом степень точности
получаемых результатов невелика. Предлагаю следующий
способ нахождения корней квадратного уравнения   ах² +bх+с=0
с помощью циркуля и линейки (рис. 5).
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Допустим, что искомая окружность
пересекает ось абсцисс в точках В(х1; 0) и
D(x2; О),где X1 и х2 – корни уравнения 
ах² + bх + с = 0, и проходит через точки
А(0;1) и С (0;с/а) на оси ординат. Тогда

по теореме о секущих имеем ОВ·ОD=ОА·ОС,

откуда ОС= (ОВ·ОD)/ОА= (х1·х2)/1 = с/а.
Центр окружности находится в точке пересечения пер​пендикуляров SF и SK,
восстановленных в серединах хорд АС и BD, поэтому
SK = (X1+X2)/2 = ( – b)/2а
SF = (у1+у2) / 2 = (а+с)/2а.

Итак:

1) построим точки S ((–b)/2a;(а+с)/2а)  (центр окружности) и А(0; 1);
2)проведем окружность с радиусом SA;

3)абсциссы точек пересечения этой окружности с осью Ох являются корнями
 исходного квадратного уравнения.

При этом возможны три случая.

1) Радиус окружности больше ординаты центра (AS>SK. или R>(a+c)/2a) 
окружность пересекает ось Ох в двух точках (рис. 6.а) 
В(х1;0) и D(х2;0)  где х1 и х2 -корни квадратного уравнения ах2 + bх + с = 0.

2)  Радиус  окружности  равен  ординате  центра (AS= SB, или R=(а+с)/2а),   окружность касается оси Ох (рис. 6.б)                                                                    в точке B(х1; 0), где х1 - корень квадратного уравнения.
3) Радиус окружности меньше ординаты центра (AS < SB, или R<(a+c)/2a), окружность не имеет общих точек с осью абсцисс(рис.6.в), и в этом случае уравнение не имеет решения.
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а) AS > SB,  R > (a+c)/2a
Два решения х1 и х2.

б)AS = SB,  R = (a+c)/2a
Одно решение х1.

в)AS < SB,  R < (a+c)/2a
Нет решения.

№1. Решим уравнение:

х² – 2х – 3 = 0 (рис.7)

     Решение. Определим координаты точки центра окружности 
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     по формулам: х = (– b)/2а = – (– 2) / 2·1 = 1
                                 у = (а+с)/2а = (1– 3)/2·1 =– 1 

Проведем окружность радиуса SA, где А(0; 1).
Ответ: х1 = - 1, х2 = 3.
№ 2. Решим уравнение:

х² – 5х + 4 = 0  (рис.8)
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Решение. Определим координаты точки центра окружности

по формулам: х = (– b)/2а = – (– 5) / 2·1 = 2,5
                                 у = (а+с)/2а = (1+4)/2·1 =2,5 

Проведем окружность радиуса АS  где А(0; 1).

 Ответ: х1 = 1, х2=4.
№ 3.. Решим уравнение
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             х² +4х + 4 = 0  (рис.9)

Решение. Определим координаты точки центра окружности

 по формулам: х = (– b)/2а = – 4 / 2·1 = – 2
                                 у = (а+с)/2а = (1+4)/2·1 =2,5 

Проведем окружность радиуса АS  где А(0; 1).

Ответ: х= – 2 

       № 4. Решим уравнение:

              х² – 2х+3 = 0  (рис.10)
Решение. Определим координаты точки центра окружности 
по формулам: х = (– b)/2а = – (– 2) / 2·1 = 1
                                 у = (а+с)/2а = (3+1)/2·1 = 2
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Проведем окружность радиуса АS  где А(0; 1)
                                                                                                                  (рис.10)

Ответ: уравнение не имеет решения.

9 способ: Решение квадратных уравнений  с помощью номограммы.

Это старый и незаслуженно забытый способ решения квадратных уравнений. Номограмма для решения уравнения. z2 + pz + q = 0 позволяет, не решая квадратного уравнения, по его коэффициентам определить корни уравнения.
Криволинейная шкала номограммы построена по формулам (рис. 11):   '
OB=a/(1+z),  AB=(– z²)/(1+z)/
Полагая ОС =р, ED = q, ОЕ = а (все в см), из подобия треугольников САН и CDF получим пропорцию:

(p – q)/(p – AB)= a/OB,

 откуда после подстановок и упрощений вытекает уравнение z2 + pz + q = 0, причем буква z означает метку любой точки кри​волинейной шкалы.
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№ 1. Решим уравнение:
z2 – 9z + 8 = 0
Номограмма дает корни z1 = 8 и z2 = 1 (рис. 12). 
2). Решим с помощью номограммы уравнение
2z2 – 9z + 2 = 0
Разделим коэффициенты этого уравнения на 2, получим уравнение: 
z2 – 4,5z + 1 = 0
Номограмма дает корни : z1 = 4; z2 = 0,5.
№ 2. Решим уравнение:

z2 + 5z – 6 = 0
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Номограмма дает положительный корень z1 = 1, 
а отрицательный корень находим, вычитая ,

положительный корень из – р, т.е. z2 = – р – 1 = – 5 – 1= – 6

(рис.13)

 Для решения уравнения
z2 – 2z – 8 = 0
номограмма дает по​ложительный корень: z1=4, 
отрицательный равен: z2= –p – z1 =2 – 4 =– 2  
10 способ: Геометрический способ решения квадратных уравнений.
В древности, когда геометрия была более развита, чем алгебра, квадратные 
уравнения решали не алгебраически, а геометрически. Приведем ставший
 знаменитым пример из «Алгебры»   ал-Хорезми.
№ 1.Решим уравнение:
      х²+10х=39

В оригинале эта задача формулируется следующим образом:
 «Квадрат и десять корней  равны 39» (рис. 15).

Решение. Рассмотрим квадрат со стороной х, на его сторонах строятся 
прямоугольники так, что другая сторона каждого из них равна 2 1/2 , 
следовательно, площадь каждого равна 21/2. Полученную фигуру дополняют 
затем до нового квадрата ABCD, достраивая в углах четыре равных  квадрата, 
сторона каждого из них 2 1/2 , а площадь 6 1/4.
Площадь S квадрата ABCD можно представить как сум​му площадей: 
первоначального квадрата ж2, четырех прямоугольников(4 · 2 1/2 х = 10х) 
и четырех пристроенных квадратов (6 1/4·4 = 25), т.е S= х²+10х + 25.

Заменяя хг + 10х числом 39, получим, что S = 39 + 25 = 64, откуда следует, что сторона квадрата ABCD, т. е. отрезок АВ = 8. Для искомой стороны х первоначального квадрата получим:
х = 8 – 2 ½ – 2 ½ = 3
2. А вот, например, как древние греки решали уравнение:
           у2 + 6у - 16 = 0.
Решение представлено на (рис. 16), где
у2 + 6у = 16, 

        или у2 + 6у + 9 = 16 + 9.
Решение. Выражения уг + 6у + 9 и 16 + 9 геометрически представляют собой
один и тот же квадрат, а исходное уравнение у2 + 6у - 16 + 9 - 9 =• 0 - одно и то же 
уравнение. Откуда и получаем, что у + 3 = ± 5, или у1 = 2, у2 = - 8 (рис. 16).
                           у                    3
	           у²
	Зу

	               3у
	9


         у
         3                                                                                              
                                   (рис.16)

                                             Нестандартные задачи.
Умение и навыки решения квадратных уравнений очень важны при 
решении различных математических нестандартных задач, т.е. мы решаем 

нестандартные задачи стандартными методами. Рассмотрим некоторые задачи.
                



Теорема Виета.
     aх² + bx + c = 0,  х1+х2 =– b /a;    х1х2 = с/а
                  По праву в стихах быть воспета

                  О свойствах корней теорема Виета.

                 Что лучше, скажи, постоянства такого:

                 Умножишь ты корни и дробь уж готова:

                 В числителе С, в знаменателе А,

                 А сумма корней тоже дроби равна 

                 Хоть с минусом дробь эта, что за беда-

                 В числителе b, в знаменателе a.

При решении задач, связанных с теоремой Виета, полезно использовать
соотношения:

а) в квадратном уравнении :   х² + px + с=0  
1. 1/х1+1/х2 = (х1+х2)/х1х2 = – р /q 

2. х1²+х2² = (х1+х2)² – 2х1х2= р² – 2q  
3. х1/х2+х2/х1= (х1²+х2²)/х1х2 = ((х1+х2)² – 2х1х2)/х1х2= (р² – 2q)/q   
4. х1³+х2³ = (х1+х2)( х1²– х1х2 +х2²) = (х1+х2) · ((х1+х2)² – 3х1х2) = – р · (р² – 3q)  
5. 1/ х1²+1/х2² = ((х1²+х2²)/х1х2 = (х1²+2х1х2 + х2² – 2х1х2) / х1х2 =

= (х1+х2)² – 2х1х2)/(х1х2)² = (р² – 2q)/q²   
№ 1. Решим уравнение:
х1/х2(1 – х2²) + х2/х1(1 – х1²), если х1 и х2 – корни уравнения 2х² – 12х + 13 = 0

Решение.  Можно вычислить  сначала корни уравнения по формуле, 

а путем арифметических преобразований получить ответ.
Проще воспользоваться теоремой Виета.
2х² – 12х + 13 = 0  равносильно х² – 6х + 13/2 = 0, тогда по формулам 

теоремы Виета имеем  х1+х2=6

                                         х1х2=13/2          (*)
Теперь преобразуем исходное выражение:
х1/х2(1 – х2²) + х2/х1(1 – х1²)= х1/х2 – х1х2 + х2/х1 – х1х2 = (х1²+х2²)/х1х2 – 2х1х2 =
= ((х1+х2)² – 2х1х2)/х1х2 – 2х1х2 = (р² – 2q)/q – 2q 
Используя правило №3  и условие  (*), получаем

(– 6)² – 2 · 13/2 = 46/13 – 13 = = – 96/13

Ответ:– 96/13
б)в квадратном уравнении: 

     aх² + bx + c = 0, следует помнить:

     х1+х2 =– b /a;    х1х2 = с/а
Тогда 

1)  х1²+х2² = b²/а² – 2с/а; действительно
     (х1+х2)² = х1² +2х1х2+х2² = (х1²+х2²)+ 2х1х2

      х1²+х2²= b²/а² – 2с/а
(– b/а)²=(х1²+х2²) – 2с/а 
2) х1³+х2³ = 3 · b/a·с/а – (b/а)³ = 3bс/а² – b³/а³ 
в) Рамки использования теоремы Виета весьма широки, например, для решения
систем уравнений в 9 – 11 классах. Это сокращает время и упрощает решение 

системы.

№1.Рассмотрим систему:
       х+у=5
       ху=6

Если допустить, что х и у – корни некоторого приведенного квадратного

уравнения, сумма корней которого равна 5, а их произведение равно 6,

то получим совокупность двух систем
    х=2

    у=3
    х=3

    у=2

Ответ: (2;3) и (3;2)

№2. Решим систему способом подстановки:
   х²+у²=5                (х + у)² – 2ху=5             (х + у)² = 1
   ху = – 2                       ху= – 2                       ху= – 2 
                                                    у= – 2

                                                    х=1

     х+у=1                                     у=1
     ху= – 2                                   х= – 2

     х+у= – 1                                 х=2
     ху= – 2                                   у=– 1 
                                                    х=– 1 

                                                    у=2
Ответ: (1;2); (– 1;– 2 ); (– 1 ;2); (1;– 2 ).
Умение и навыки решения квадратных уравнений очень важны и при решении






задач.

                                                Старинная задача.

Обезьянок резвых стая.

Всласть  поевши, развлекаясь. 
Их в квадрате часть восьмая 
На поляне забавлялась. 
А 12 по лианам..... Стали прыгать, повисая. 
Сколько было обезьянок, 
Ты  скажи мне, в этой стае?

                                      Решение.

Пусть обезьян х штук. «Их в квадрате часть восьмая»– это (1/8х)² обезьян.

Так как остальных – двенадцать обезьян, то всего (1/8х)²+12 (обезьян)

Решим уравнение: (1/8х²)+12=х

                                  1/64 х² – х +12=0

                                  а=1/64; b=– 1 ; с = 12
                                  D= (– 1)² – 4 · 12 · 1/64 = 1 – ¾ =1/4 ;
                                  х1=(1 – ½ )/2 · 1/64= 1/2 : 1/32 = 16
                                  х2=3/2 : 1/32 = 48
Итак, в стае 16 либо 48 обезьян.
Ответ: 16 или 48 обезьян.

                           Решение задач с помощью кв. уравнений.
                         Процессы       Скорость  км/ч     Время  ч.   Расстояние  км.
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Поезд до задержки                       x                                                      150 
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Поезд после задержки              x+15                                                  450
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По расписанию                              x                                                      600

_____________________________________________________________________

Зная, что поезд был задержан на 1,5 часа, сост.ур
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                                                                      ОДЗ:  х≠0
         Десять правил разложения корней квадратного трехчлена.
Значительная часть  задач с параметрами на экзаменах имеет следующую 

формулировку: при каких значениях параметра корни или корень квадратного

уравнения больше (меньше, не больше, не меньше) заданного числа ;

расположены между двумя заданными числами; не принадлежит заданному промежутку и т. д.
Вот  десять готовых правил, при помощи которых решаются такие задачи.


         


Формулировка правил.
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№ 1. При каких значениях а уравнение:[image: image38.png]x*-2x+a*+2a~-8=0
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№ 2.При каких значениях а уравнение [image: image42.png]+%a~1x+a+t5=0
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№ 3.При каких значениях а один корень уравнения:

[image: image45.png]r*+2a-1)x+a-56=0



 по модулю больше 1, а другой – меньше 1?
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№4.При каких значениях а точка 2 не лежит между двумя различными корнями

уравнения:[image: image47.png]2a - 1)x + 2a + 5 =07
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№5. При каких значениях а уравнение :[image: image49.png]X+ -2a)x"+a*-1=0




имеет четыре разных корня?
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№6.При каких значениях а уравнение:[image: image53.png]xt +
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имеет одно решение?
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№7.При каких значениях а уравнение:[image: image55.png]- daix? +




не имеет решений?
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 по правилу 5.1

откуда а < – 1 
Объединяя эти два решения, получим а € ( [image: image59.png]


– 1 )Ụ(5/4;[image: image60.png]


)
Ответ: а € ( [image: image61.png]


– 1 )Ụ(5/4;[image: image62.png]


)



   


Применение.

На одном из уроков геометрии учитель рассказала нам о том, как теорема Пифагора помогла следователю раскрыть одно преступление.

Получив сообщение  краже, следователь выехал  на место происшествия.

Заявитель  утверждал, что преступник проник в  помещение, где хранились 

ценности, через окно. Осмотр показал, что подоконник находится на расстояние 
124см. от земли. Поверхность земли на расстоянии 180 см от стены здания покрыта

густой порослью, не имевшей никаких следов повреждений. Возникло предположение, что, преступник, проникая в помещение через окно, каким – то 

образом преодолел расстояние между наружным краем поросли и подоконника.

Оно было определено с применением теоремы Пифагора: 
                                   х² = 124²+180²

                                           _________    ______
                                   х = √124²+180² = √47776 = 219(см)
Очевидно, что преодолеть такое расстояние без какого-либо технического сооружения, например лестницы, невозможно. Поиски этого средства

в данном случае не увенчались успехом.

 С учетом указанного обстоятельства и некоторых других данных следователь
выдвинул версию об инсценировке кражи, которая в ходе дальнейшего расследования подтвердилась. Так школьная  геометрия помогла следователю.

Поскольку я хочу быть экспертом-криминалистом, то я должна знать физические методы исследования и виды криминалистических экспертиз.


Эксперт-криминалист – исследователь, которому необходимы обширные и разнообразные знания. Он должен знать физические методы измерений и уметь пользоваться приборами, знать физические законы и математику, чтобы уметь производить расчеты. 

Первое, что я рассмотрела, это вопрос о расследовании обстоятельств дорожно-транспортных происшествий. Я обратилась в ГАИ и там мне рассказали об одном происшествии 09.09.2009 года. 


Автомобиль ГАЗ-3202 под управлением водителя N двигался по улице с многорядным движением по второй справа полосе движения со скоростью 70 км/час. По соседней полосе, справа и впереди двигался со скоростью 50км/ч автомобиль  ВАЗ-2105, управляемый водителем Y. В тот момент, когда расстояние  между автомобилями было равно 15 м, водитель автомобиля ВАЗ резко сменил полосу движения, сместившись влево.  По показаниям водителя N. он подал звуковой сигнал, а затем, т.к. водитель автомобиля ВАЗ не предпринял никаких действий, экстренно затормозил. но избежать столкновения не удалось.

Вопрос: Имел ли водитель N возможность предотвратить столкновение,

начав торможение в момент обнаружения опасности ?

Решение. Я исследовала не пути, пройденные автомобилями, а их координаты, начиная отсчет времени с момента срабатывания тормозов автомобиля ГАЗ, а отсчет координат – от места нахождения одного из автомобилей. 

Если решать задачу в системе отсчета и выбрать в качестве начала отсчета положение автомобиля ВАЗ в момент начала торможения, то начальная координата автомобиля ГАЗ :
[image: image63.png]Xo=~[L(Vr —Vs)to] ,tne L= 0 km/u 1 V=50 km/u



(рис.22)

[image: image64.png]



                                                (рис.22)

[image: image65.png]ip + ty , BpeMsi OT Ha4asa peakiii BOAWTENS aBTOMOOHIIS




[image: image66.png]T'A3 10 MOMEHTa YCTAHOBNEHUS NOCTOAHHOTO 3AMeLIEHUS





В дальнейшем координата автомобиля ВАЗ измеряется по закону: [image: image67.png]



а координата автомобиля ГАЗ:[image: image68.png]Jr:xa+V,.t—i





Во время, складывающееся из времени реакции и времени нарастания тормозного усилия, движение автомобиля можно считать равномерным, а после срабатывания тормозов, с момента, когда тормозное усилие достигает максимума – равноускоренным (равнозамедленным). Записывают уравнения равномерного и равноускоренного движений: 
[image: image69.png]2
F‘-Vo(t,, #h,) u Sy = Vot—%



 – и уравнение пути, пройденного автомобилем с момента обнаружения водителем опасности до момента остановки:

[image: image70.png]l-v,(x,,u,,pm—%.




Этот путь носит название остановочного пути, t – время, прошедшее с момента полного срабатывания тормозов до момента остановки автомобиля.

А тогда тормозной путь в данной задаче – это разность координат автомобилей в момент начала торможения.

Если решения нет, автомобили не столкнутся; если имеются два решения, нужно выбрать одно  из них, руководствуясь физическими соображениями, оно даст момент и координату точки столкновения автомобилей.

Подставив значение данные в задачи и найдя координаты автомобилей, получим 
уравнение:

[image: image71.png]x=-94+19,4t-325





х = 13,9 t, откуда  имеем:[image: image72.png]32512 4+55.1-9,4=0.




Дискриминант этого уравнения[image: image73.png]D=-92<0;



т.е. уравнение не имеет действительных корней. 

Вывод: если бы водитель автомобиля ГАЗ действительно начал тормозить сразу же. как только водитель автомобиля ВАЗ сменил полосу движения, а не тратил время на подачу звуковых сигналов, столкновения не произошло – координаты автомобилей не могли бы стать равными, автомобили не могли бы оказаться в одной точке.





Заключение.

Делая этот доклад, я открыла для себя много интересного и нового о квадратных уравнениях  чего не могла прочитать в учебнике. Например, я узнала о том, что ещё в древности люди пользовались ими не зная, что это – квадратные  уравнения. В наше время невозможно представить себе решение, как  простейших, так и сложных  задач не только в математике, но и в других точных науках, без применения решения квадратных  уравнений.

      Надеюсь и вы открыли для себя что-нибудь новое

 




Примечание.

Некоторые технические характеристики транспортных средств.
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